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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

c) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

M Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 
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Objetivos 


Después de trabajar esta unidad, debe estar en capacidad de: 


(1) 


(ii) 


(111) 


(iv) 


explicar el significado de los siguientes términos: 

subgrupo, 

trasladados a la izquierda y a la derecha, 

morfismos de un grupo en otro, 

núcleo de un morfismo, 

subgrupo normal, 

grupo factor, 

centro de un grupo; 
expresar un grupo como unión de trasladados; 
establecer y utilizar la condición para que un subgrupo de un 
grupo sea el núcleo de un morfismo; 
establecer el teorema de Lagrange y utilizarlo en aplicaciones 
sencillas. 


Diagrama estructural 


O. 

| Relaciones de i 

- equivalencia ; 

! Unidad 19 ' 

A a a J 
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1 Morfismos de ' Morfismos entre 
| espacios vectoriales — | grupos 

| Unidades 23 y 26 | 33.11: 3312 
' I 

A A A | 

E E 

I ' 

. Grupos | ; 

! Unidad 30 . 

' í 

I 1 

AA | 

IS 

1 Operaciones y : Determinación 
| morfismos ; de morfismos 
| Unidad 3 y 33.1.3 

1 
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33.1.3 


Determinación de 
subgrupos 
33.1.4 


Teorema de Lagrange 
33.1.4 


Subgrupos normales 
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Glosario 


CENTRO 


GRUPO FACTOR 


NUCLEO 


ORDEN 


SUBGRUPO 


SUBGRUPO INVARIANTE 


SUBGRUPO NORMAL 


SUBGRUPO PROPIO 


TEOREMA DE 
LAGRANGE 


TRASLADADO 


o 
TRASLADADO A LA 
DERECHA 


TRASLADADO A LA 
IZQUIERDA 


vi 


El centro de un grupo (G, +) es el subgrupo 
(Zo, +), donde Z¿ consiste en todos los 
elementos z E G tales que 


Vgo0oz=2Z08 (ge G) 


Un grupo factor de un grupo (G, +.) módulo 
un subgrupo normal (H, +) es el grupo de los 
trasladados de (H, +) en (G, o). 


Si f es un morfismo de un grupo (G, +) en 
un grupo (H, +), el núcleo de f es el subcon- 
junto de G 

K = [g:f(8) = en) 
donde e, es el elemento neutro de (H, >). 
(K, +) es un subgrupo normal de (G, 0). 


Un grupo (G, +) es de orden n si G es un 
conjunto formado por n elementos. Si G no 
es un conjunto finito, el grupo es de orden 
infinito. 

(S, o) es un subgrupo de un grupo (G, o) si 
S es un subconjunto de G y (S, +) es un gru- 
po. Todo grupo tiene dos subconjuntos, por 
lo menos, (G, +) y (fe), +) donde e es el 
elemento neutro; cualquier otro subgrupo se 
llama subconjunto propio. 


Véase subgrupo normal. 


Un subgrupo normal (invariante) de un gru- 
po (G, +) es un subgrupo (H, o) tal que 


vwWgH=Hg  (g€6) 
Véase subgrupo. 


El teorema de Lagrange establece que el or- 
den de un subgrupo de un grupo finito es 
factor del orden del grupo. 


Si (H, +) es un subgrupo de un grupo (G, 9), 
entonces un trasladado a la izquierda de H 
en G es un subconjunto de G de la forma 


g/H=(g:8 =2,9h.heH; 


Un trasladado a la derecha de H en G es un 
subconjunto de G de la forma 


Hg, = [g8:8 =h>og,,he H) 


Véase trasladado. 


Véase trasladado. 
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Notación 


Los símbolos se presentan en el mismo orden en que aparecen en el 


texto. 


El elemento neutro del grupo (G, o). 
El núcleo de un morfismo. 
Un elemento de un espacio vectorial. 


Un trasladado a la izquierda de H en G, donde (H, +) 
es un subgrupo del grupo (G, o). 


Un trasladado a la derecha de H en G, donde (H, >) 
es un subgrupo del grupo (G, o). 


El grupo factor del grupo (G, +) módulo un subgrupo 
normal (H, o). 


El centro de un grupo (G, o). 


vii 
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33.0 INTRODUCCION 


En la Unidad 30 introdujimos el concepto de grupo considerando las 
simetrías en el mundo que nos rodea. Consideramos, primeramente, 
el conjunto de las operaciones simétricas sobre un objeto dado (el con- 
junto de las aplicaciones en las cuales el objeto es un invariante) y la 
correspondiente tabla de simetrías (donde se mostraba cómo cada par 
de operaciones de simetrías se podía combinar mediante la ley usual 
de la composición para producir una operación de simetría que se en- 
contraba, también, en el conjunto). Todo eso nos llevó a abstraer la 
noción general de un conjunto dotado de una operación binaria que, 
definida en él, verifica cuatro propiedades particulares. Recordemos 
ahora los axiomas de grupo. 


Definimos un grupo (G, +) como un conjunto G dotado de una Opera- 
ción binaria > definida en él y que satisface las propiedades siguientes: 


(i) o es cerrada; 
(ii) e es asociativa; 
(iii) existe un elemento neutro e E G tal que, para todo a € G, 


avse=ad=e0q 


(iv) para cada elemento a E G, existe un elemento inverso a=! E G 
tal que 
aca!=e 

Ya demostramos también que el elemento neutro es único y que cada 
elemento tiene un inverso único. 

En este curso hemos visto muchos ejemplos de grupos: grupos de nú- 
meros reales, números complejos, matrices, vectores geométricos, etc. 
En particular, (V, +) es un grupo, donde V es un espacio vectorial 
(véanse los axiomas 1, 2, 4 y 6 de espacios vectoriales, dados en la 
Unidad 22, Sección 22.2.2). Definimos un subgrupo de un grupo por 
analogía con nuestra definición de un subespacio vectorial: (S, o) es 
un subgrupo de (G, +) si S es un subconjunto de G tal que ($, o) es 
un grupo. Todo grupo (G, o) tiene, al menos, dos subgrupos (G, +) y 
(fel, +), donde e es el elemento neutro; cualquier otro subgrupo 
se llama subgrupo propio. 


En esta unidad pretendemos darle una información general de lo que 
los matemáticos llaman teoría de grupos. Para ello, demostraremos dos 
teoremas muy generales que, conjuntamente con el teorema de Cayley 
(que vimos en la Unidad 30, Grupos 1), forman la base de la teoría de 
grupos. 


El primero de los dos grandes teoremas es un teorema que se refiere 
a cualquier grupo. Este teorema proporciona, en teoría, un método pa- 
ra determinar todos los morfismos que tienen como dominio un grupo 
dado. 


El segundo teorema es un teorema muy poderoso, debido a Lagrange, 
que se aplica a cualquier grupo que conste de un número finito de ele- 
mentos. Establece que, si (H, +) es un subgrupo de un grupo finito 
(G, +), entonces el número de elementos que hay en H es un factor 
del número de elementos que hay en G. La fuerza de este teorema ra- 
dica en que, para encontrar todos los subgrupos propios de un grupo 
de 10 elementos, por ejemplo, no necesitamos examinar todos los po- 
sibles subconjuntos de un conjunto de 10 elementos, sino considerar 
únicamente los subconjuntos que tienen 2 ó 5 elementos. 
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Introducción 
RR * 


Definición 1 
* $ * 


Esta unidad es considerablemente más corta que la mayor parte de 
las unidades de este curso pero, en general, requiere una considerable 
concentración. La clase de argumentos matemáticos ofrecidos en el 
texto es muy importante. Son argumentos típicos del pensamiento 
matemático de hoy, y muy diferente del tipo de argumento que se re- 
duce a “encontrar una solución de la siguiente ecuación”. 


33.1 MORFISMOS Y SUBGRUPOS 


33.1.1 Morfismos entre grupos 


Una característica de la Unidad 30, Grupos Il, es que las mismas ta- 
blas de grupo aparecen aquí y allá en varias ocasiones. Este hecho lo 
describe el teorema de Cayley cuando nos dice que todo grupo puede 
ser considerado como un grupo de permutaciones. 


Por ejemplo, el grupo de todas las permutaciones de tres objetos es 
esencialmente el mismo que el grupo de simetrías: de un triángulo 
equilátero. Un subgrupo particular del grupo de todas las permutacio- 
nes de cuatro objetos es esencialmente igual al grupo de las simetrías 
del rectángulo que, a su vez, es esencialmente el mismo que el grupo 
de las simetrías de una molécula de agua. Por esencialmente el mismo 
queremos decir que los grupos difieren únicamente en sus orígenes fí- 
sicos, en la operación definida en el grupo y en los símbolos que se 
han escogido para denotar los elementos del grupo. Así, podemos 
afirmar que la tabla 


define el llamado grupo cuatro de Klein. Mediante una conveniente 
aplicación uno a uno podemos aplicar a esta tabla la tabla del grupo 
de simetrías de una molécula de agua. Lo mismo podemos hacer con 
el grupo de simetrías del rectángulo. Por ejemplo, en la Unidad 30 en- 
contramos el grupo de simetrías del rectángulo en la forma 


y la aplicación 
ee 
a ——R, 
D>8y 


c—>85 
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Discusión 
* * 
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aplica la primera tabla a la segunda. De este modo no solamente se 
aplica el conjunto fe, a, b, c| al conjunto fe, Ri, S,, S, | sino 
que se preserva la estructura de la tabla. 


Esta aplicación es un isomorfismo. El nombre de “grupo cu. tro de 
Klein” es el nombre de un grupo abstracto que se utiliza como mode- 
lo de cualquier grupo que sea isomorfo a él. Al estudiar el grupo cuatro 
de Klein estamos estudiando, al mismo tiempo, cualquier otro grupo 
isomorfo y cualquier situación representada por dicho grupo. 


Así, los isomorfismos nos permiten hablar de un grupo abstracto y 
(como sucede con todos los isomorfismos) establecer relaciones entre 
situaciones aparentemente disímiles. En la práctica, los isomorfismos 
no nos ofrecen ninguna simplificación; lo que nos proporcionan es una 
economía de esfuerzos y la posibilidad de escoger la situación en la 
cual trabajar. 


Por otra parte, los homomorfismos nos ofrecen una oportunidad de 
simplificación. Puesto que un homomorfismo es una aplicación muchos 
a uno, podemos trabajar con un conjunto de, digamos, cuatro elemen- 
tos en vez de doce. Por supuesto, siempre hay que pagar un precio por 
la simplificación —se pierde algo de los detalles — pero, como tenemos 
un morfismo, conservamos la estructura. Los homomorfismos nos pue- 
den ayudar a formarmos una idea del bosque sin necesidad de exami.- 
nar todos los árboles. 


Separando los elementos del grupo de simetría en dos clases: reflexio- 
nes (las S) y rotaciones (las R), podemos aplicar la tabla de grupo 


a la tabla de grupo 


Aunque perdemos información acerca del comportamiento individual 
de los elementos en las combinaciones, se destaca más, sin embargo, 
el modelo estructural del grupo; por ejemplo, en este caso, se realza el 


3 


hecho que dos reflexiones cualesquiera producen, siempre que se com- 
binan, una rotación. 


Ejercicio 1 


(1) 


(11) 


(111) 


Por la Unidad 23, Sección 23.2.4 sabemos que la matriz 


cos O sen0 
—senUO cosQ 


representa una rotación del plano, correspondiente a un ángulo 
0, alrededor del origen y en el mismo sentido del movimiento de 


' s Ta IE 
las agujas de un reloj. Tomando f = 0, 5,7,-, Obtenemos las 


: 2 2 
matrices 


P Ñ i á 0 
10 144 *- |-1 
dl = [7 :] y 0 —1 
ETS APS A 
respectivamente. 


El conjunto (E,R,,2R,,R3), dotado de la operación de multipli- 
cación de matrices, es un grupo. Construya la tabla de este grupo. 
El conjunto de los números complejos [1, —i, —1, ij es un gru- 
po respecto a la multiplicación. Construya la tabla de este grupo. 
Compare las tablas obtenidas en (i) y (ii) con la tabla de las ro- 
taciones del cuadrado: 


ACB] [AB [AB] [AB 
bd 2D: 
[e [a [r [a 


Ed ls hol ls 
c_B B_ Aj [(A_D 


Como un ejemplo de homomorfismo de grupos, considere el conjunto 
de los enteros Z dotado de la operación de adición. El conjunto Z pue- 
de aplicarse al conjunto S = fa, b| de la siguiente manera: 


n——>a, si n es impar 
(n € Z) 


n——>b, si n es par 


(el cero se considera par). 


La aplicación es un homomorfismo de (Z, +) en (S, O) respecto a la 
operación O definida en fa, b| por medio de la tabla: 


4 
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Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Discusión 
* $ 
> 


Dla b 
alba 
bla b 


Esta tabla nos dice algo en relación con la adición en el conjunto de 
los enteros. Nos dice que la clase de equivalencia I de los números im- 
pares y la clase de equivalencia P de los números pares se combinan 
de cierta manera; podemos, así, hablar de la “adición de las clases de 
equivalencia” definida por la tabla 


E 
IP 3 
PIT P 


(Véase la Unidad 19, ejercicio 19.2.3.1.) 


Por supuesto, este ejemplo es, en cierto sentido, tan familiar que no 
parece tener ningún valor especial. Sabemos que 


Impar + Impar = Par 


y, así, sucesivamente. De hecho, esto es lo que conocemos como mor- 
fismo. Supongamos, por otra parte, que tuviéramos muy poco de cono- 
cimiento de los enteros respecto a la adición. La existencia de un 
morfismo nos daría una idea de cómo se comportan los enteros “en 
conjunto”. Un isomorfismo refleja detalladamente el comportamiento 
de elemento por elemento, mientras que un homomorfismo nos dice al- 
go acerca de la estructura “global” de los enteros. 


Ejercicio 2 


Demostrar que el conjunto |a, b|, dotado de la operación [] defini- 
da por la tabla dada, es un grupo. | 


El ejercicio 2 no debe ser ninguna sorpresa. Sabemos que los homo- 
morfismos preservan las estructuras; por tanto, si el dominio es grupo, 
debemos esperar que el conjunto imagen también lo sea si lo dotamos 
de la operación adecuada. (Ya hemos visto otro ejemplo de esta misma 
clase en la Unidad 23, Algebra lineal 11. Alí demostramos que la ima- 
gen de un espacio vectorial, producida por un morfismo, es, a su vez, 
un espacio vectorial.) Tenemos las siguientes proposiciones formales: 


Teorema 


Si fes un morfismo del grupo (G, +) en (H, D) y si AG) = H, entonces 
(H, O) es un grupo, 


Demostración 
Tenemos que comprobar las cuatro propiedades de los grupos: 


(i) clausura 

(ii) asociatividad 
(iii) existencia de elemento neutro 
(iv) existencia de los inversos 


en (H, 0), usando dos fuentes de información: 


(1) (G, o) verifica los axiomas de grupo; 
(2) f es un morfismo. 
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Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Discusión 
* * 


Teorema 
h * * 


(continúa en la página 6) 


Solución 1 


(i) La tabla del grupo de matrices es la misma que la del grupo de 
las rotaciones del cuadrado. Esto no es sorprendente porque las 
matrices E,2R,,R,,Ry corresponden a las rotaciones del plano, 
en el mismo sentido del movimiento de las agujas del reloj, de 


- xn 31 . 
ángulos de 0, 37 respectivamente. 


(1i) La tabla es 


Si sustituimos 1, —i, —1, i pore, Ri, R2, Ra, respectivamente, 
y remplazamos X por >, obtenemos la tabla dada en (iii). 


Tampoco es, pues, sorprendente este último resultado. 


La multiplicación del número 1 por 1, —i, —1, í tiene el efecto de 
producir la rotación del vector geométrico OP, en el sentido del 
— 


: ; : ; T 31 
movimiento de las agujas del reloj, correspondiente a O, lao a 


de 
respectivamente. 

(iii) Los tres grupos tienen la misma estructura: las tablas son, esen- 

cialmente, las mismas. 7 


Solución 2 

Según la tabla, b es un elemento neutro, cada elemento es su propio 
inverso y el conjunto es cerrado porque en la tabla solamente apare- 
cen a y b. Se puede comprobar la asociatividad observando todas las 
combinaciones posibles, es decira O (b Da), la Db) O a, etc., o iden- 
tificando la operación U con la operación O, que es asociativa. 7] 


ummm A mz zqVyqéxAqttAAAAA 


(viene de la página 5) 


(i) Clausura 


Tenemos que demostrar que, si h,, hz son dos elementos cua- 
lesquiera de H, entonces h; O h2 € H. 
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Solución 1 


Solución 2 


(ii) 


(i1i) 


Si hi, hz E H, entonces, puesto que f(G) = H, existen elementos 
gi y g2 en G tales que 


Fer) =h, 

$82) = h, 
Entonces, 

h, Oh, = f(81) 0 /(82) 

= fle, > 22) (f es un morfismo) 

y 819 82 E G porque (G, o) es cerrado. Como f(G) = H, Fr > 82) 
debe pertenecer a H, es decir, h; O h2 E H y, por tanto, (4, 0) 
es cerrado. 
Asociatividad 
Necesitamos demostrar que, para cualesquiera h;,, hz, ha E H, 

h, D(4% 043) = (4, 0h) 0h; 


Supongamos que h;,, hz, ha E H y que f(g1) = h,, flgz) = hz y 
f(83) = hz. 


La operación o es asociativa y, por tanto, 
81 9 (82 > 83) = (81 > 82) > 83 
Ahora bien, 


gr > (82 > 83)) = f(21) O f(g, > g3) 
= f (21) 0 (£(82) O (23) 
== hy [15 (h, O h3) 
y, del mismo modo, 
Fe, > 82) 83) = (4, DAJ)Oh, 
Así, 
h0(h40h3)=(4,0h)0h, 


y, puesto que no hay restricción a la escogencia de g,, 82 y 83, 
esta ecuación se verifica para cualesquiera h,, hz y hz de H. 


Elemento neutro 
Tenemos que demostrar que existe un elemento e, E H, tal que 
e0h=hDe, = h 
donde h es un elemento cualquiera de H. 
Sea h € H; entonces, existe un elemento g E G, tal que RE) = Rs 
Si e, es el elemento neutro de G, entonces 
e 8=8:0.=8 
Se sigue que 
fe, o g) = Slgo e) = S(g) 
y, así, 


Fe) O (e) = S(g) O S(e,) = S(2) 
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(iv) 
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Si 
Je.) = eh. 
entonces 
e Dh=hóh0D0€,=h. 
lo cual demuestra que H tiene un elemento neutro, e». 
Inversos 


Necesitamos demostrar que, para cualquier h E H, existe un ele- 
mento h7! E H tal que 


HUOIAT* =p. 


Si h es un elemento cualquiera de H y f(g) = h, entonces existe 
un elemento g7! E G tal que 


pro, 
Se sigue que 
fleeg)=/f(00/Sl8 7!) = fe) =e. (por iii) 


es decir, un inverso de hesh7! = f(g7!). 


De donde, (H, (OD) es un grupo. 


En la Unidad 30, Sección 30.2.5, demostramos que un grupo ha de te- 


ner 


elemento neutro único y que cada elemento de un grupo tiene un 


inverso único. Entonces, en el morfismo 


$6, 2H, Ol), 


tenemos que 


(i) 


(i1) 


J(e,) si €h> 


esto es, el elemento neutro de (G, +) se aplica al elemento neutro 
de (H, O); 


si 


Fl) =», 
entonces h tiene como único inverso 
he fly” *) 


esto es, el elemento inverso de la imagen de g es la imagen del ele- 
mento inverso de g. 


Ejercicio 3 Ejercicio 3 


En cada uno de los casos siguientes determinar si los grupos defini- 


(10 minutos) 


dos por las dos tablas son isomorfos o no. Si cree que algún par de gru- 


pos 


son isomorfos establezca la correspondencia de elementos que es- 


pecifica el isomorfismo. Si cree que no son isomorfos, dé una razón. 


(i) 
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(ii) 


(iii) 


5 
33.1.2 Algunos otros resultados sugeridos por 33.1.2 
el algebra lineal 
En un morfismo, la imagen de un espacio vectorial es un espa- Tema principal 
cio vectorial. e 


En un morfismo la imagen de un grupo es un grupo. 


Encontramos el primer resultado en la Unidad 23, Algebra lineal 11; 
el segundo lo acabamos de descubrir. ¿Qué otros resultados de los mor- 
fismos que se encuentran en el álgebra lineal se pueden trasladar a 
los morfismos de grupos? 


Una de las ideas fundamentales relacionada con los morfismos del 
álgebra lineal es la de núcleo: el conjunto de los elementos del dominio 
de un morfismo que quedan aplicados al elemento cero del codominio. 
(Véase la Unidad 23, Sección 23.1.3.) Examinemos esta idea desde el 
punto de vista de los grupos. Los elementos de un espacio vectorial 
forman un grupo con respecto a la adición, y el elemento 0 del espacio 
vectorial es el elemento neutro de este grupo. Por tanto, definimos el 
núcleo de un morfismo de grupos de la siguiente manera: 


Si f es un morfismo de un grupo (G, +) en un grupo (H, DD), y si en 
es el elemento neutro de H, entonces el conjunto 
(8:82 € G, f(g) = e,) 


se llama núcleo del morfismo. Definición 1 
* * * 


Núcleo del morfismo 


(continúa en la página 11) 


Solución 33.1.1.3 


(1) 


(11) 


(111) 


Si establecemos la correspondencia adecuada, de elemento a ele- 
mento, 


120 
2+=> 3 
3=>1 
4— 2 


la tabla (a) se convierte en 


y, disponiendo convenientemente las filas y columnas, obtene- 
mos, una vez que sustituyamos [] por o: 


que es la misma tabla que, en la pregunta, denotamos por (b). 
Así, la aplicación anterior es un isomorfismo. Una cadena par- 
cial de razonamientos, que nos permite llegar a la aplicación, es: 


1 Según la primera fila y la primera columna de cada tabla, es 
claro que, en (a), el elemento neutro es 1, y, en (b), es 0. Así, 
aplicamos 1 a 0. 

2 En (a), 494 = 1, y, en (b), el único elemento (distinto del 
neutro) que se combina consigo mismo para producir el ele- 
mento neutro es 2; 2 2 = 0. Así, aplicamos 4 a 2. 

3 Con esto, quedan 2 y 3 en la tabla (a), y 1 y 3 en la tabla (b). 
Aplicando 2 a 3, y 3a 1 conseguimos el isomorfismo. (También 
podríamos haber aplicado 2 a 1, y 3 a 3, y hubiéramos obte- 
nido un isomorfismo diferente.) 

En cada una de las tablas ocurre que el elemento neutro es a. En 

la tabla (b) cada elemento es su propio inverso: esto es así por- 

que todos los elementos que forman la diagonal que baja de ““iz- 
quierda a derecha” son iguales al elemento neutro. No sucede 
asíen la tabla (a); por ejemplo, b + b no es el elemento neutro. Por 
consiguiente, no podemos aplicar b a ninguno de los elementos 

a, be, d. 

Tampoco aquí los grupos representados por estas tablas son ¡so- 

morfos. En ambos casos el elemento neutro es e y, en la tabla (a) 

hay tres elementos, además de e, que son sus propios inversos. 

Ahora bien, en la tabla (b) solamente hay otro elemento que sea 

su propio inverso. BB 
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Solución 33.1.1.3 


Lo primero que demostramos, en relación con el núcleo de un morfis- 
mo de espacios vectoriales, fue que el núcleo constituía un espacio vec- 
torial. De inmediato sospechamos que el núcleo de un morfismo de 
grupos es, a su vez, un grupo, esto es, (XK, +) es un subgrupo de (G, o). 
Demuestre esa conjetura en el ejercicio siguiente. 


Ejercicio 1 


Llene los cuadros en blanco para completar la demostración que el nú- 
cleo del morfismo f:(G, +) ——(H, [D) es un subgrupo de (G, o). 


Sea K el núcleo de f. 


(i) Clausura 


Si g1, 82 E K, entonces 


Fer) = f(g2) = Er (a) 


y, usando el hecho que f es un morfismo, tenemos que 


sere=[_ | 0 
AE o 


y, por tanto, 
81 8¿€K 


(ii) Asociatividad 


o es asociativa en K porque E (d) 


(iii) Elemento neutro 


eg E K porque fle¿) = El] . (e) 


(iv) Inversos 


Si g E K, entonces g7! E K porque 


Mest=se)=| | (£) 


y, puesto que f es un morfismo, tenemos que 


fer e 
=[ Jose» (a 
Ma . 
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(viene de la página 9) 


Ejercicio 1 
(4 minutos) 


Ahora, comparando (f) e (1), tenemos que 
men=[ | 0 


g leK (5 


Volviendo una vez más a la Sección 23.1.3 de la Unidad 23, encontra- 
mos que el resultado que ahora sigue fue el llamado “teorema de la di- 
mensión”. Definimos la dimensión de un espacio vectorial como el 
máximo número de vectores linealmente independientes de dicho es- 
pacio. ¿Tenemos algo en un grupo general algo que sea análogo a la di- 
mensión? 


y, así, 


En un grupo carecemos del conjunto de escalares que nos permitan 
definir una combinación lineal de sus elementos; por tanto, es obvio 
que las ideas de independencia lineal y de dimensión no son aplica- 
bles a grupos. (De hecho, esas ideas son aplicables a los grupos abe- 
lianos, pero ya eso es otra cuestión.) 


Así, sigamos adelante y examinemos la Sección 23.1.4 de la Unidad 
23. Allí se demostró el siguiente resultado: 


Si L es un morfismo de un espacio vectorial V en un espacio vectorial 
U y si K es el núcleo, entonces el conjunto de todos los elementos que 
se aplican a un elemento dado u E U se pueden expresar en la forma 


(vu: = 5, +k,ke K;, donde L(v,) = u. 


se pue- 
Uv, por 


Esto es, el conjunto de todos los elementos que se aplican a u 
de obtener si a uno de los elementos que están aplicados a u, 
ejemplo, se le van añadiendo todos los elementos del núcleo. 


Este elemento fue muy importante en la Unidad 26, Algebra lineal II, 
cuando consideramos la solución de sistemas de ecuaciones simultá- 
neas. En particular, nos llevó a una interesante conclusión: si el nú- 
mero de elementos del núcleo es finito, digamos n, entonces hay 
exactamente n elementos del dominio que se aplican a un elemento 
cualquiera dado del conjunto imagen. ¿Podemos adaptar este resulta- 
do a los grupos? 

No parece haber razón en contra. Fácilmente podemos escribir el re- 
sultado en términos de grupos: 


Si f es un morfismo de un grupo (G, +) en un grupo (H, O) y si K es 
su núcleo, entonces el conjunto de todos los elementos que se aplican 
a un, elemento dado h € H se puede expresar en la forma 


lg:g = g,.k,keK), donde f(g1) = h. 


El conjunto de los elementos 
(g:9= gyok, keK) 


Núcleo del morfismo 
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Discusión 
* * 


En el ejercicio siguiente deberá demostrar este resultado. 


Ejercicio 2 


Con la misma notación que empleamos en la proposición anterior, de- 
mostrar que 


(i) (8, > k) =h (k e K); 
(11) si 
(21) = f(g2) = h, 
entonces 
g2 =8,>k 


para algún k E K. 

(SUGERENCIA: Considérese f(g-! o g2).) 
Estos dos resultados, tomados conjuntamente, demuestran la propo- 
sición enunciada en el texto. E 


Ejercicio 3 
En un espacio vectorial la operación + es conmutativa, pero en un 
grupo (G, o) la operación + no es necesariamente conmutativa. Así, 
podríamos haber generalizado la proposición sobre espacios vectoria- 
les para obtener un segundo conjunto 

l8:8 =k08,, keK). 
Demuestre que este conjunto de elementos es el mismo conjunto 


le:g =8,0k, keK). Y 


Para no tener que estar escribiendo 


(2:18 =8g/9k,keK), 
denotaremos ese conjunto por g,K y lo llamaremos trasladado a la 
izquierda de K en G porque g, está a la izquierda. Del mismo modo, 
escribimos 


Kg, = (8:8 =k>g,,keK; 
y lo llamamos trasladado a la derecha de K en G. 


¿Podemos ahora concluir que, si el número de elementos del núcleo es 
finito, digamos n, entonces existen exactamente n elementos de G que 
se aplican a cada elemento de H? Necesitamos demostrar que 


k; FAk,>gj0k, A g1oKk),. 


Podemos demostrarlo fácilmente por contradicción. Supongamos que 
ki HA k2 y que 


81 ok, = 819 k>. 

Entonces, g;* existe y, por consiguiente, 
21 o (2, ok,) = 81 *0(g, + k,) 

esto es, 


(8, *>g,)ok, = (8, *0g,)ok, 


k; = ka, 
13 
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Ejercicio 2 
(4 minutos) 


Ejercicio 3 
(2 minutos) 


Tema principal 
* * 


Definición 2 
h * £ 


(continúa en la página 14) 


Solución 1 


(i) (a) es, (b) f(g1) O f(82), (c) es. 
(ii) (d) (G, o) es un grupo. 
(iii) (e) e,. 
(iv) (£) en, (8) (2) O S(g7*), (h) en, (1) S(e7 >), (3) €n- a 


Solución 2 
O Ek =Sf6)0/fk) =D e, =h. 
(ii) fi*>2)=t1 0/8) 
=h"*0Oh (WED)? = fe”) 
es 
Así, g1 ' > g,€ K, i.e. 
gr "og =k 
para algún k E K. De donde, 
gro (8082) = 81 9k 
16, 


22 =810k. a 


Solución 3 

Los dos conjuntos son el mismo: podemos aprovechar las dos partes 
de la demostración del ejercicio 2, excepto que en (ii) comenzamos con 
figs »g1*). Obsérvese que no basta demostrar que g = k og, tiene 
una imagen, h, y que, por tanto, pertenece al primer conjunto. Lo único 
que muestra ese resultado es que el segundo conjunto es un subcon- 
junto del primer conjunto. z 


o 5 == _—— 


(viene de la página 13) 


que contradice nuestra hipótesis. Por tanto, los elementos de g¡K 
son diferentes entre sí. Lo mismo podemos decir de Kg. Si hay n ele- 
mentos distintos en K, entonces g,K y Kg: tienen, cada uno, n ele- 
mentos distintos. 


Ejercicio 4 


En cada caso describa el núcleo K del morfismo y los trasladados a la 
izquierda del núcleo. 


(i) El conjunto de los números complejos diferentes de 0, C,, es un 
grupo con respecto a la multiplicación, y 


zz (2€Ci), 


donde n es un entero positivo, es un morfismo de í. Xx) én 
(Ci De 

(ii) El conjunto de las matrices 2 X 2, denotado por M2, es un gru- 
po con respecto a la adición, y si A es una matriz 2 X 2 cualquie- 
ra, entonces 


X—>AX  (XeM)) 
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Solución 1 


Solución 2 


Solución 3 


Ejercicio 4 
(3 minutos) 
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es un morfismo de (M2, +) en un subconjunto de él mismo. Es- 
cogeremos dos casos particulares: 


de ya |. ' 
Ll 1 6) “d-1 FR 


(iii) El grupo de simetrías del cuadrado tiene ocho elementos, como 
se muestra a continuación. . 


ca) a =| 


La tabla del grupo es 


Las rotaciones e, R;¡, Rz, R3 no voltean el cuadrado, mientras que 
las reflexiones S,, Sz2, Sa, Sa sí lo hacen. Si denotamos por T el he- 
cho de voltear el cuadrado, y por N el no voltearlo, tendremos, para N 
y T, la siguiente tabla de combinaciones obvias: 


La aplicación que aplica e, R;, Re, Ria N, y Si, S2, S3, Sia T, es 


un morfismo con respecto a las operaciones obvias. | 
Resumen Resumen 
Sea f un morfismo de un grupo (G, +) en un grupo (H, O). ¡Sudá 
(1) El núcleo K de f es el conjunto 
lg:8€G, f(g) = €), 
donde e, es el elemento neutro de H. (continúa en la página 17) 
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Solución 4 Solución 4 
(i) K= (2:27 =1) 
= [2829 =0,1,...,n — 1). 


Este conjunto, para n = 16, está representado por puntos rojos 
en el diagrama siguiente. El ángulo 0 es el argumento del ele- 
mento de K correspondiente a m = 6. 


El trasladado a la izquierda de K para un elemento general a E C 
es 
aK =(a x el0r": m =0,1,2,...,n — 1). 


Este conjunto, para n = 16 y 0 como en el caso anterior, está 
representado por puntos rojos en el diagrama siguiente. 


(ii) K = (X:AX =0) 


Sea 


EL 


=ilfa b a=c b-d 
ela 
c d c-a d-b 


Sl 


AX =0, 


entonces 


a b 
X= a,beR. 
b 


De manera que 


ell uses 
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Los trasladados a la izquierda de K para B € Ma, son de la 


forma 
a b 
px =(8+ Jabon) 
a b 
(b) q 1 y % a b 
za We al lea db 
Si 
AX =0, 
entonces 
l e 
X= 3 
0 0/ 


de modo que 


Reoral 


Los trasladados a la izquierda de K para C € M2 son de la for- 
ma (CJ). 

(iii) K = fe, R¡, Rz, R3|, puesto que el elemento neutro en el con- 
junto imagen es N. 


Hay solamente dos trasladados a la izquierda, K mismo y iS, 
e Sa Sel. E 


(viene de la página 15) 


(2) (K, >) es un subgrupo de (G, o). 
(3) Un trasladado a la izquierda de K en G es un subconjunto G de 
la forma 


g1K = (8:38 = g,ok,keK). 


Fe > k) = f(g1), donde k es un elemento cualquiera de K; es 
decir, la imagen de cada elemento de un trasladado a la izquierda 
de K es él mismo. Además, g,¡K contiene todos los elementos de 
G que tienen por imagen a f(g,). 


(4 


(5) Estos resultados son también válidos para los trasladados a la de- 


recha, que simbolizamos por Kg;, y, en particular, 


g1K = Kg,. 


Este resultado se demostró en el ejercicio 3. Nótese que hemos 
demostrado que los dos conjuntos son iguales; esto, no obstante, 
no significa que 


Y, gi9k=ko0g,  (keK). 


Observe que los trasladados a la izquierda y a la derecha de H en G Discusión 
se definen de manera que (H, o) es un subgrupo cualquiera de (G, o), * 

y no necesariamente el núcleo de un morfismo, pero, en este caso, los 

trasladados a la izquierda y a la derecha no son necesariamente igua- 

les. 


Todos estos términos y resultados han sido sugeridos por términos y 
resultados encontrados anteriormente en el álgebra lineal. En la Uni- 
dad 23 también vimos varios modos de combinar morfismos. Esto no 
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lo discutiremos en esta unidad; creemos que la siguiente sección, en 
la cual analizaremos un punto que no discutimos en la Unidad 23, nos 
llevará a unos resultados más importantes para una introducción a la 
teoría de grupos. 


33.13 Determinación de morfis mos 


Algo que no hicimos en la Unidad 23, Algebra lineal II fue buscar mor- 
fismos; todos eran tan obvios que podían caracterizarse muy senci- 
llamente. El problema con los morfismos de grupos es que no siempre 
son tan obvios, excepto, quizá, cuando conocemos algo sobre la signi- 
ficación física del grupo. Por ejemplo, si tenemos un grupo de simetría, 
podemos fácilmente encontrar algunos morfismos geométricamente. 
Esto es lo que hicimos en el ejercicio 33.1.2.4 (iii), con el grupo de si- 
metrías del cuadrado. No daremos una justificación teórica porque 
eso no resuelve el problema para todo grupo abstracto. En vez de eso, 
casi regresaremos al inicio del curso. 


Comenzamos por buscar morfismos en la Unidad 3, Operaciones y mor- 
fismos, y señalamos que la situación más corriente es aquella en la 
cual tenemos un conjunto A dotado de una operación binaria o, y 
una función f que aplica A a f(A). Nuestro problema para encontrar 
un morfismo consistía en encontrar una operación binaria ( definida 
en f(A) tal que 


fla) O f(a,) = fla, - az), 


para todos a¡, az E A. Descubrimos que algunas veces existía esa 
operación [D y algunas veces no existía, y establecimos un criterio pa- 
ra determinar la existencia de [J: la compatibilidad de f con o. Re- 
cordemos que la compatibilidad se definió así: 


Una función f de dominio A y una operación binaria o defi- 
nida en A son compatibles si siempre que 


fla,) = faz), 4,,4,€ 4, 


flay) = fas), 43,44€ A, 
entonces 


fla, az) = fla, > Aa). 


Así, también podemos resolver nuestro problema en los grupos ya que, 
dado un grupo (G, +) y una función f, podemos comprobar si f y > son 
compatibles: si lo son, entonces f es un morfismo de (G, +) en (f(G), O) 
donde [J está definida por 


fley Df (22) = f(81 * 82) 


Esto, sin embargo, no es muy satisfactorio. Ya sabemos un poco acer- 
ca de morfismos de grupos. Por ejemplo, sabemos que todo morfismo 
tiene un núcleo K tal que (K, +) es un subgrupo del grupo original; 
sin embargo, no estamos utilizando esta información. Un grupo es una 
clase muy especial de animal matemático y deberíamos sospechar que 
la idea general de compatibilidad para cualquier conjunto A dotado 
de una operación binaria + puede ser modificada para un grupo G 
dotado de su propia operación binaria >. Así, pues, examinaremos 
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33.1.3 


Tema principal 


+ * 


nuevamente la definición de compatibilidad teniendo en mente que 
estamos trabajando con un grupo (G, o). 
Sea f un morfismo de (G, +) en (f(G), OD); entonces, f y + son com- 
patibles.-Esto significa que, siempre que 


(81) = $ (82), £1.£,€6 


gs) = flga), 23,84€G 
entonces 
Fer - 83) = S(82> 8a) 


Veamos nuevamente el resumen de la Sección 33.1.2 y recordemos que 
todos los resultados dados allí son una consecuencia necesaria para 
que f sea un morfismo. Ahora demostraremos que también son sufi- 
cientes para que f sea un morfismo; esto es, que a partir de ellos po- 
demos demostrar la compatibilidad de f y o. 


En la parte (4) del resumen tenemos que 


g,K contiene todos los elementos de G que tienen por imagen 
a flgi), 
y en la parte (5) tenemos que 
g¡K = Kg, 
De 
gr) = f(g2) 


se sigue que 

82 = 8, ok, 
para algún k» E K. 
Del mismo modo, de 


F (83) = f(gs) 
se sigue que 
La = 83: Ra 
para algún k, € K. 
De donde, 
F82 > 84) = f(g1 > kz 0 g30 ka) 


(Omitimos los signos de agrupación en g1 > k,>g3> k¿ suponemos que 
existe la asociatividad.) 


Ahora usaremos la parte (5) para escribir 
k20 83 = 830 Kkj 
para algún k; E K, tal que 


gs * 84) = fl8r 83 k3> ka) 


Ahora bien, (K, +) es un subgrupo (parte (2) del resumen), de modo 
que 
k3 0 k4 =k, 
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para algún k, € K. 


Esto es, 


fígz > ga) = Ser e 839 Ki) 


Aplicando otra vez la parte (4), tenemos que 
fgr + 83) = (81 0 83" k,), 


de modo que, finalmente, obtenemos 


fg2 > ga) = S(81 * 83). 


Hemos demostrado que los cinco puntos del resumen ofrecido al final 
de la Sección 33.1.2, son necesarios y suficientes para garantizar la 
existencia de un morfismo de grupo. 


Veamos estos cinco puntos; los repetiremos aquí por conveniencia. 
Si f es un morfismo de un grupo (G, +) en un grupo (H, OD), entonces: 


(1) el núcleo K de f es el conjunto 


(8:86 G, f(g) = en), 
donde e, es el elemento neutro de H; 
(2) (K, +) es un subgrupo de (G, +); 
(3) un trasladado a la izquierda de K es un subconjunto de G de la 
forma 


g,K = (8:28 = g,k,keK); 


(4) flgr e k) = f(g1), donde k es cualquier elemento de K: esto es, 
la imagen de todo elemento perteneciente a un trasladado a la iz- 
quierda de K es la misma; además, g¡K contiene todos los ele- 
mentos de G cuya imagen es f(g1); 
(5) tenemos idénticos resultados para los trasladados a la derecha, 
denotados por Kg,, y, en particular, 
g¡K = Kg,- 
(1) y (3) son definiciones. Discusión 


(2) establece que el núcleo K de un morfismo es tal que (K, +) es un am 


subgrupo del grupo (G, +). Así, pues, podemos comenzar nuestra in- 
vestigación de los morfismos del grupo (G, +) examinando todos sus 
subgrupos, 


(5) establece que, si un subgrupo es un núcleo de algún morfismo, en- 
tonces los trasladados a la izquierda son iguales a los trasladados a 
la derecha. Así, podemos comprobar cada subgrupo que hayamos en- 
contrado, para ver si los trasladados a la izquierda son iguales a los 
trasladados a la derecha, Si no lo son, entonces el subgrupo no es el 
núcleo de un morfismo. Si lo son, entonces podemos usar (4) para 
construir el conjunto imagen porque (4) nos dice que los elementos de 
un trasladado a la izquierda (o a la derecha) del núcleo están todos 
aplicados al mismo elemento del conjunto imagen. Escribiremos 


fleK) = f(81) 


(es decir, no estableceremos diferencias entre Pedi y f(81)). 


Así, todo lo que tenemos que hacer es inventar un conjunto de símbo- 
los para denotar los trasladados y definir las combinaciones correc- 
tas en este conjunto de símbolos. Por último, definimos una función 
que aplique cada elemento de G al símbolo correspondiente al trasla- 
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dado al cual pertenece el elemento. Esta función es el morfismo que 
tiene como núcleo el subgrupo dado. Así, estamos ahora en condicio- 
nes de poder construir todos los morfismos de un grupo (G, +), di- 
rectamente del grupo mismo. No hemos tenido necesidad de escoger 
una función y comprobar su compatibilidad; todo lo que necesitamos 
para comenzar es el grupo (G, >). Después, construimos todo lo de- 
más: el conjunto imagen, la función y la operación binaria que, defi- 
nida en el conjunto imagen, convierte la función en un morfismo. El 
proceso (para un grupo que tenga un número finito de subgrupos) se 
puede ilustrar mediante un diagrama, como el que sigue a continua- 
ción. 


Procedimiento para encontrar un morfismo 


Busque todos los 
subgrupos de (G, o) 
y denótelos por 


Hay Her» Ho) 


(my 


Nos dice que los 
subgrupos son 
núcleos cuando todos 


sus trasladados a la 
izquierda son iguales 
a los trasladados a 
la derecha 


Compruebe: 
¿Es 9H, = Him 9 
para todo geG? 


Escoja un conjunto 
de simbolos para 
denotar los 
trasladados de Hi») 


Hagar =r + 1 


Defina la operación 
binaria correcta 

en el conjunto 
escogido de simbolos 


Compruebe: 
¿Esr>NM-—1? 


/ 


N es el número 
de subgrupos de G 
que pudimos 
encontrar 


Esta función 
es el morfismo 
cuyo núcleo 
es Hr) 


Defina y describa la 
función que aplica 
cada elemento de G 
al símbolo del 
trasladado al cual 
pertenece el elemento 
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Ejemplo 1 


Apliquemos este procedimiento al grupo de simetrías (G, +) del cua- 
drado cuya tabla damos nuevamente a continuación. 


(1) 


(ii) 


(111) 


22 


ss. $ 


Los subgrupos propios son (H, 0), para los siguientes conjuntos 
Hs 

fe, R¡, Raz, Ra), (€, Ra), (e, S,), [e, S2), (e, Sa), [e, Sa), 

(e, Ra, S, > Sa), (e, Ra, S3, Sa). 


(En la próxima sección consideraremos el problema de determi- 
nar estos subgrupos.) 

Escojamos un subgrupo (H, +); comenzamos con H = la Sah 
Ahora tenemos que comprobar si ¿H = Hg, para todo g € G. Ire- 
mos analizando ordenadamente los elementos del grupo, a no ser 
que notemos que, si g E H, entonces 


gH =H = Hg 


porque en este caso no tenemos que comprobar los elementos de 
H mismo. 


Ri[e, Sa) = (Ro e,Rio Sa) = (R;,S2) 

(e, SR, = [eo Ri,Sao Ri) = (R,,S,) 
Y podemos detenernos porque, para nuestra primera escogencia 
de g = R,, 

R,¡H H% HR, 
Por tanto, podemos escoger otro subgrupo H = le, R2|. En este 
caso dejamos al lector (véase el ejercicio siguiente) que com- 
pruebe que todos los trasladados a la izquierda son iguales a los 


correspondientes trasladados a la derecha y que obtenemos los 
cuatro trasladados siguientes 


(e, Raj, (Ri, Ri) (Si, Sa), 183, Sa) 


Y los denotaremos por H, H,, Hz, Hz respectivamente. 


Ahora tenemos que definir la combinación correcta en los H. Es- 
to se consigue de la ecuación 


f(81) Of (22) = flgr > 22) 


Recuérdese que, a causa de la compatibilidad, podemos escoger 
cualquier g que se aplique a f(g1), etc. Así, por ejemplo, para 
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encontrar H2 U Hz escogemos dos g cualesquiera que se apli- 
quen a estos H. 


S,9S3 =R,+—>H, 
de modo que 
H,O0AH, = H; 


En el ejercicio siguiente pediremos que se demuestre que la ta- 
bla de los H es 


Se puede reconocer en este grupo, el grupo cuatro de Klein. El 
morfismo f de (G, o) en este grupo está definido por 


fe Ro —>H 
FR, Ry—>H, 
f.S,,S¿ —H) 
$S3,Sa —>Hy 


Podemos ver esto muy claramente si reordenamos la tabla de 
multiplicar de G en la siguiente forma: 
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(iv) En el ejercicio siguiente pediremos que se consideren los sub- 
grupos restantes. (En el ejercicio 33.1.2.4 (iii) ya hemos consi- 
derado efectivamente je, Ri, R2, Rs 1) a 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
Ñ S . (3 minutos) 
Usaremos la misma notación que en el ejemplo 1. 


R, Ra Ry Si. Sa S3 Sa 


S Ey Ba ñ 4 


(i) Demostrar que je, Si |, |e, S2 |, le, Sz | no pueden ser núcleos 
de morfismos. (Véase el ejemplo 1, (11).) 


(ii) Demostrar que, para toda escogencia de g E G, 
gH = Hg 


donde H = je, Ra2|, y que los trasladados de H son fe, Ral, 
[Ri Rath, |Si, Saf, (Sa, Sa |. (Véase el ejemplo 1, (ii).) 
(iii) Demostrar que la tabla de combinaciones de las H es la tabla da- 
da en el ejemplo 1, (ii). 
(iv) Considere el subgrupo H = le, Ri, Ra, R3 |. Demuestre que 
gH = Hg 
para todo g E G. De ahí, encuentre los-trasladados de H y cons- 
truya la tabla de las combinaciones apropiadas de los traslada- 


dos. (Compare su resultado con el del ejercicio 33.1.2.4, (111).) 
(v) Repita la parte (iv) para los casos 


(a) H = le,R,,S,,S2), 


(b) H = [e,R,,S3, Sa). E 
Concluimos esta sección con algunas notas importantes: Tema principal 
* + + 
(i) Si (4H, +) es un subgrupo de (G, +) tal que 
gH = Hg 
para todo g € G, entonces H es un subgrupo normal de G. Definición 1 
h RR * 


Ahora podemos establecer el resultado principal de esta sección: 
Un subgrupo (H, +) de un grupo (G, +) es el núcleo de un mor- 
fismo f de (G, +) en un grupo (f(G), OD) si y solamente si (H, >) 
es un subgrupo normal, 

(ii) Hemos visto que, en el conjunto de los trasladados a la izquier- 
da (o a la derecha) de un subgrupo normal H, podemos definir 
una operación binaria que convierte el conjunto de los traslada- 
dos en un grupo (f(G), (U) que es una imagen mórfica de (G, o). 
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(111) 


(iv) 


(v) 


(vi) 


Este grupo imagen se llama grupo factor (o grupo cociente) de G, 
módulo H y se denota por G/H. 


El elemento neutro de G/H es H. 

Nótese que en (ii) se describe la situación cuando carecemos de 
un morfismo para comenzar; esto es, cuando sólo contamos con 
(G, >). Supongamos, por otra parte, que tenemos un morfismo 


$:(G, )—— (M, O). 


Entonces, f tiene un núcleo K que es un subgrupo normal de G. 
Podemos, de ahí, formar el grupo factor G/K de G, módulo K. 
¿Cuál es la relación entre G/K y M”? Los elementos de G/K 
son trasladados, y cada trasladado corresponde a un único ele- 
mento de M. No es difícil ver que G/K y M son isomorfos. llus- 
trémoslo con un diagrama conmutativo: 


 —L M 


fa 


G/K 


f es el morfismo dado, cuyo núcleo es K; f, es el morfismo que 
hemos construido (usando K como el subgrupo normal) y f2 es 
el isomorfismo que asocia G/K con M. 


f = hof 


En este texto hemos seleccionado ciertos símbolos para denotar 
los trasladados. Es corriente, sin embargo, en los trabajos teóri- 
cos usar los símbolos que empleamos originalmente; por ejemplo, 
gK. Si g, E gK, entonces 


g K =gK 


y, en consecuencia, g,¡K denota el mismo trasladado. Esta no- 
tación tiene ese inconveniente: cada trasladado tiene varios sím- 
bolos que lo representan. Por otra parte, sin embargo, presenta 
la ventaja de dar una forma, que es fácil de recordar, para []: 


gK O g,K = (go g,)K. 


En un grupo abeliano (conmutativo), todo subgrupo (K, o) es 
normal, puesto que 


g1K = (8:38 = gok,keK) 
= [g:g = ko g,,keK) 
= Kg, para todo g,eG 


Aun cuando un grupo ((7, +) no sea conmutativo, existe siem- 
pre un subconjunto, no vacío, Z¿ de G tal que cada elemento 
de Z¿ conmuta con todos los elementos de G. 


Z6 es el centro de (G, o); 


Zo=(2:2€G,20g=g02,g€6G) 
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Definición 2 
* * $ 


Definición 3 
*or 
(continúa en la página 27) 


Solución 1 


(1) 


(iv) 


(v) 
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R,[e,S,) = (Ri¡,Sa) 
(e, S¡R, = (Ri, 83) 


de modo que |e, S¡| no puede ser el núcleo de un morfismo. 

Del mismo modo, ninguno de los otros dos subgrupos puede ser 

núcleo. 

Directamente podemos verificar que ¿H = Hg, u observar que 

(a) no necesitamos comprobar nada cuando g es igual a e, Ri, 
Ra, Ra; 

(b) si g es igual a S,, S2, S3, Sa, 8H = Hg = 181, Sa, S3, Sa | 
y, por tanto, gH = Hg. 

Obtenemos dos trasladados H y Hi; = 181, S2, S3, Sa |. La ta- 

bla adecuada es 


H,1H; HB 
y el morfismo de (G, +) en este grupo viene dado por 
E¿Rús Ro, Ri > 
A a 


Los diagramas siguientes ilustran cómo actúa este morfismo so- 
bre G. 


(a) Igual que en (iv), tenemos que 


gH = Hg para geH 


gH = Hg =(R,,R3,S3, Sa) = H, para g4 H 
de manera que 
v,g2H =Hg  (g8€6) 
El morfismo es 
e,Rz,8,,S,—>H 
Ri Ras Sa Sa > BH, 
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Solución 1 


La tabla es la misma que en la parte (iv). 
(b) Del mismo modo, el morfismo es 


€ R2,S3,S4—>H 


Ri,R3,S,,S2—3H, 
donde 
H, + (R,¡,R3,S,,S2) 
La tabla es la misma que en (iv). A 


(viene de la página 25) 


(vii) Si (4, +) es un subgrupo de (G, >) y G es la unión de sólo dos 
trasladados de H, entonces debemos tener 


G=HugH=HUHg 24H 


(Esto es así porque los trasladados H y 8H no tienen elementos 
comunes. La demostración aparece en la página 31.) Luego 


g¿H = Hg  géH 
Sabemos que 
gH = Hg geH 


de modo que (H, >) es un subgrupo normal. (Eche otra mirada a 
los subgrupos de orden cuatro del ejemplo 1.) 


Ejercicio 2 


Consideremos el grupo definido por la tabla 


Consideremos los cuatro subgrupos: |e, a, b le ch le dile fl. 
¿Son algunos de ellos subgrupos normales? Encuentre el grupo fac- 
tor y construya la tabla correspondiente de cualquier subgrupo que 
sea normal. 


Ejercicio 3 
(i) ¿Cómo sabemos que el centro de un grupo no es vacío? 
(11) Demostrar que (Z¿, 0) es un subgrupo de (G, o). 


(ii) Demostrar que (Z¿, >) es un subgrupo normal. 
(iv) Encontrar el centro del grupo de simetrías del cuadrado. a 


Cerramos esta sección con dos ejemplos que se refieren a grupos que 
hemos encontrado anteriormente en este curso. 


27 


MB 33.1.3 


Ejercicio 2 
(4 minutos) 


Ejercicio 3 
(5 minutos) 


(continúa en la página 29) 


MB 33.1.3 
Solución 2 Solución 2 


Solamente es normal el subgrupo |e, a, by. Los trasladados son 


laa el, la di 


Denotando estos trasladados por 0 y 1, respectivamente, obtenemos 
la siguiente tabla del grupo factor: 


—este es el grupo que encontramos en las páginas 3 y 26. ] 


Solución 3 Solución 3 


(i) e E Za, puesto quee rg =g0e = g para todo g E G. 

(ii) Sabemos que e E Za y que o es asociativa; por tanto, tenemos 
que demostrar que Za es cerrado y que contiene los inversos 
de sus elementos. 


Clausura 
Supongamos que 21, 22 € Za; entonces, 
Z¡ Bg=g0z 
lee 
2208=802, 
Queremos demostrar que 2, * 22 E Z«¿. Ahora, 
(2,0 z7)08g = zo (2708) = zo (go 2)) 
= (2, 08)0Z, = (89 21)" 22 
= go (2, 22), 


de modo que 2, + z2 se conmuta con todos los elementos de G; 
es decir, z, o 22 E Za. 


Inversos 
Siz, € Za, entonces 


2,98=8021 


esto es, 
-1 id 
2, *o(2,9g)=21 o (go Zz1) 
es decir, si 
g =2%1 "ogo2y 
de donde 
gez! =(2*og021)021”* 


=2*0g 
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y, por tanto, 
E 
Así, pues, (Z¿, 0) es un subgrupo de (G, o). 
(iii) Es claro que (Z¿, o) es normal, ya que los elementos de Z. se 
conmutan con cada elemento de G. 


(iv) Za = fe, R2]|. (Véase la tabla de la página 26.) El 
(viene de la página 27) 
Ejemplo 2 


Sea (G, o) el grupo de los enteros con la adición. El grupo es conmu- 
tativo y, por tanto, todo subgrupo es normal. Por ejemplo, considere- 
mos el subgrupo S de los enteros que son múltiplos de 5. 


S =(...—15,—10, -5,0,5,10,...). 


Los trasladados de S son 


S mismo 

[..,-9,-4,1,6,11,..3)=A 
Lia, 27.0 0 
ha =L "238. 13... Se E 
[-..,—6,-1,4,9,14,... =D 


El grupo factor G/S es el grupo de estas clases de equivalencia con 
la operación de “adición” inducida en ellas. Tiene la siguiente tabla 
de grupo: 


(G/S, O) es isomorfo al grupo ¡0, 1, 2, 3, 4| con la operación Os. 
j Ñ 


Ejemplo 3 


Sea (G, >) el grupo de los números complejos con la operación de adi- 
ción. También aquí, el grupo es conmutativo y, por tanto, todos los 
' subgrupos son normales. Considere el subgrupo S = |x +0i:x E RI, 
formado por todos los números complejos cuya parte imaginaria es 0. 
S se puede representar en un diagrama de Argand: 
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Ejemplo 2 


Ejemplo 3 


Los trasladados se forman de la siguiente manera: se escoge un nú- 
mero complejo cualquiera arbitrario y se va combinando, sucesiva- 
mente, con cada elemento de S. Esos trasladados aparecen represen- 
tados en el diagrama de Argand por medio de rectas paralelas al eje x. 
(La característica que distingue a cada trasladado es que todos los 
elementos de un mismo trasladado tienen la misma parte imaginaria.) 
El grupo factor G/S forma un grupo con respecto a la siguiente ope- 
ración de “adición”: un trasladado correspondiente al número com- 
pleto 2, (cuya parte imaginaria es y1) “se añade” a un trasladado 
correspondiente a z2 (cuya parte imaginaria es y2) para producir 
el trasladado correspondiente a z: + z2 (cuya parte imaginaria es 
y, + y2). Es claro que cada trasladado se puede representar median- 
te una parte imaginaria, y que la aplicación (G/S, 0) ——(R, +) es 
un isomorfismo. 1] 


Hemos visto, así, que, supuesto que podemos enumerar todos los sub- 
grupos de un grupo G, es posible, entonces, comprobar su normalidad 
y predecir exactamente qué grupos pueden aparecer como imágenes 
homomorfas del grupo dado G. Cualquiera de esos grupos debe ser iso- 
morfo a G/S, donde S es algún subgrupo normal de G. Una vez que 
hemos encontrado todos los subgrupos normales de G, sabemos exac- 
tamente qué forma tomará cualquier imagen homomorfa de G. 


33.14 Determinación de los subgrupos de un 
grupo finito 


Una consecuencia inmediata de nuestra discusión anterior es que 
tenemos un método para encontrar todos los homomorfismos de un 
grupo dado (G, +). Todo lo que necesitamos hacer es encontrar todos 
los subgrupos de (G, +) y comprobar si hay subgrupos normales. Pero 
eso no es tan fácil de hacer como de decir. Por ejemplo, supongamos 
que tomamos un grupo que tiene nueve elementos. Ahora tenemos que 
determinar todos los subconjuntos y comprobar cuáles de ellos son 
subgrupos; después, examinar cada subgrupo para ver cuáles son nor- 
males. Ahora bien, tenemos 2% = 512 subconjuntos! (Sabemos, sin 
embargo, que el elemento neutro tiene que estar en cada subgrupo; pe- 
ro aun así quedan 25 = 256 subconjuntos para examinar.) Afortuna- 
damente, existe un teorema que viene en nuestra ayuda y que in- 
mediatamente limita el número de subconjuntos que tenemos que 
considerar. El teorema tiene, además, muchas interesantes e impor- 
tantes consecuencias teóricas. Advirtamos, desde ahora, que sola- 
mente es aplicable a grupos que tienen un número finito de elementos. 


Tenemos a mano toda la técnica necesaria para la demostración de 
este teorema; en nuestro deseo de investigar el grupo factor, hemos 
pasado sobre algunos hechos útiles. 


Se debe haber observado que, cuando formamos los trasladados de un 
subgrupo, todos los trasladados tienen el mismo número de elementos, 
y este número es igual al número de elementos que hay en el subgru- 
po. Siempre sucede así, ya sea el subgrupo normal o no, y podemos de- 
mostrarlo como sigue. 


Todo trasladado de gS de un subgrupo S está formado por todas las 
combinaciones que resultan de g con cada elemento de S. Cada una 
de estas combinaciones es diferente de las demás porque, si g + si = 
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g ” sz entonces se sigue que s; = s2. Así, cuando recorremos to- 
dos los elementos de S, generamos un nuevo elemento para cada ele- 
mento de S:gS contiene el mismo número de elementos que S. (Re- 
cuerde que S tiene un número finito de elementos.) Puesto que e E S, 
g + e E gS, de modo que cada elemento de G pertenece a algún tras- 
ladado. Así, los trasladados forman un conjunto de subconjuntos que 
cubren a G (es decir, que su unión es igual a G). Quizá nuestra pri- 
mera idea es que los trasladados cubren a G de la manera siguiente: 


esto es, que los trasladados están parcialmente superpuestos unos a 
otros. Ahora bien, en ninguno de los ejemplos que hemos visto apare- 
cen trasladados que se traslapen parcialmente; siempre ha ocurrido 
que 


g1S = g2S 


o que 


8180 g,S = g. 


Ahora podremos demostrar que los trasladados no se superponen par- 
cialmente. 


Supongamos que formamos un trasladado g2S y que, después, esco- 
gemos un elemento g, que no está en g2S y formamos el trasladado 
g1S. Supongamos, además, (contra lo que queremos demostrar) que 
los dos trasladados, g,S y 825, tienen algún elemento común. (Es- 
tamos considerando los trasladados a la izquierda pero es obvio que 
el mismo argumento se puede aplicar a los trasladados a la derecha.) 


Entonces, existe un elemento, g, que pertenece a g1S y a g2S. Así, 
podemos encontrar elementos s; y sz en el subgrupo S tales que 


8=8151 


8 = 82%52- 
Esto equivale a decir que 


Eur La Sas 
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y, puesto que S es un subgrupo, el inverso de s, está en S, de modo 
que 


grosos! = g3057051.. 


Podemos tomar s2 os, * = s3, donde sz E S, ya que (S, 9) es un gru- 
1 
po; con lo cual, 


21 = 82" 835 


y así, g, pertenece a g25, lo que contradice nuestro supuesto inicial. 
Por tanto, si comenzamos con un elemento g, que no pertenece a g2S, 
generamos un trasladado completamente distinto, g1S, esto es, 


g1Sn g2S = Y. 


¿Qué sucede si comenzamos con un elemento g, que pertenece a g25? 
En ese caso, existe en S un elemento sa tal que 


g1 = Ez: 9 54- 


Todos los elementos de g,S son de la forma g, + s para algúíns ES 
y, entonces, 


g195=82%5405, 


y, puesto que S es un subgrupo, sj + s es un elemento de S, digamos 
$5. Así, 


g195= 82955» 


lo cual demuestra que g, + s pertenece a g25. Así, pues, cualquiera 
que sea el elemento de S que combinemos con g,, el resultado estará 
en g25. 


Hemos demostrado, por consiguiente, que dos trasladados cualesquie- 
ra de S en G son completamente distintos (esto es, no tienen ningún 
elemento común y, por tanto, son disjuntos) o, por el contrario, son 
iguales. 


Supongamos ahora que S tiene x elementos y, además, supongamos 
que S produce y trasladados distintos. Entonces, puesto que estos 
trasladados son completamente diferentes unos de otros, y puesto que 
su unión reproduce todos los elementos del grupo completo, el produc- 
to xy es, exactamente, el número de elementos que hay en el grupo. 
Así, si el grupo contiene n elementos (esto es, si el grupo es de orden 


n 
n), entonces n = xy, 0 sea — = y, donde y es un entero. 
Xx 


Este es el 


TEOREMA DE LAGRANGE: 


El orden de cualquier subgrupo es un factor del orden del grupo. 


Así, por ejemplo, sabemos que, en un grupo de orden 9, los subgrupos 
han de tener 1, 3 Ó 9 elementos. Solamente existe un subgrupo consti- 
tuido por un solo elemento: el subgrupo trivial [e |. Solamente exis- 
te un subgrupo con 9 elementos —el grupo mismo. Cualquier otro sub- 
grupo debe contener exactamente tres elementos. Uno de esos elemen- 
tos tiene que ser el elemento neutro; los otros dos se pueden escoger 
de 28 maneras, cada una de esas posibilidades tiene que investigar- 
se separadamente. 
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Ejercicio 1 Ejercicio 1 
z E . (3 minutos) 
(i) Un grupo (G, >) es de orden p, donde p es primo. Describa los 
posibles morfismos de G. 
(11) Si fes un morfismo de un grupo (finito) (G, o) en un grupo (H, El), 
demuestre que el número de elementos que hay en H es un factor 
del número de elementos que hay en G. 7 
Ejercicio 2 Ejercicio 2 


= (4 minutos) 
Sea (G, 2) un grupo de orden n. Denotemos por g' el elemento de G 


que se obtiene cuando g se combina consigo mismo: 
O 
(t términos) 
(i) Demuestre que, para algún r, g” =e. 
(11) Si h es el menor número natural que hace que g” = e, demuestre 
que el subconjunto 


(8.8%,g?,...,gl =e) 


es un subgrupo de G. 
De ahí, deduzca que h es un factor del orden n, del grupo. 

(iii) Si n es un número primo, deduzca que todos los grupos de orden 
n son isomorfos. a 
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Solución 1 


(1) 


(11) 


El teorema de Lagrange nos dice que, puesto que el orden del 
grupo es primo, el grupo no tiene más subgrupos que el grupo mis- 
mo y el grupo formado por sólo el elemento neutro. Aunque ambos 
se pueden considerar como subgrupos normales, solamente lo son 
en un sentido trivial. 


Los trasladados formados por je| son, precisamente, los que 
corresponden a los subconjuntos unitarios del grupo, y el grupo 
factor G/(fe| es isomorfo al grupo mismo. 


Considerado como un subgrupo normal, el grupo mismo tiene 
un solo trasladado: él mismo; el grupo factor G/G contiene sola- 
mente un elemento. (Tampoco estamos haciendo aquí ninguna 
distinción entre un conjunto que contiene un solo elemento y el 
elemento mismo.) 

Si el orden de G es n, y el del núcleo del morfismo es k, entonces 
hay n/k trasladados y, por tanto, el orden de H es n/k, un fac- 
tor de n. 7 


Solución 2 


(1) 


(11) 


(111) 
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Puesto que el grupo es finito, no es posible que todos los 
g t= 1,2 3,0%. 
puedan ser diferentes. Supongamos que 
g = g, donde s>!, 
entonces, aplicando g7! t veces a cada lado, obtenemos 
e=g""', de manera que r=S—l. 
Tenemos que demostrar que el conjunto es cerrado y que contie- 


ne los inversos. 


Clausura 


gog=g** r<h y s<h. 


Ahora, o bien r + s < h y, en este caso, es obviamente un ele- 
mento del subconjunto, o bien r + s > h, de manera que 


att == SA 


= gr+s!, puesto que g'=.é, 


que también es un elemento del subconjunto. 


Inversos 


El inverso de g” (r < h) es g"”". De donde, el subconjunto es 
un grupo. Contiene h elementos y, por el teorema de Lagrange, h 
divide a n. 

Consideremos cualquier elemento g (e) del grupo. Los elemen- 
tos 
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Solución 1 


Solución 2 


forman un subgrupo. Este subgrupo no puede tener menos de n 
elementos porque, si contuviera h < n elementos, h sería un di- 
visor de n, lo cual es imposible porque n es primo y, en conse- 
cuencia, N = n. Así, el grupo completo se puede generar a par- 
tir de uno cualquiera de sus elementos (excepto, claro está, el 
elemento neutro). Cualquier otro grupo de orden n será de la mis- 
ma forma; esto es, si r (e) es un elemento cualquiera, el gru- 
po es 


LA 


y la aplicación ¿g——>r es un isomorfismo. Si recordamos que en 
la Unidad 30, Grupos I, definimos un grupo cíclico como un gru- 
po generado por un solo elemento, votaremos que, si n es primo, 
el único grupo de orden n es el grupo cíclico C.,. 


Podemos, así, asegurar con toda confianza que, esencialmente, 
existe sólo un grupo de orden 53, por ejemplo. Algunos resulta- 
dos muy sencillos de la teoría de grupos comienzan a producirnos 
algunos resultados muy generales: en vez de tener que conside- 
rar 252 subconjuntos de un grupo de orden 53 para determinar 
todos sus subgrupos, basta considerar un problema que se re- 
suelve en una sola línea. 


33.2 CONCLUSION 


En estas dos unidades sobre grupos, hemos establecido tres resulta- 
dos que son muy importantes en la teoría de grupos porque nos per- 
miten construir una plataforma sobre la cual desarrollar un tratamien- 
to sistemático de la materia. Nuestro propósito fue descubrir lo que 
son los grupos, la clase de matemática que está comprendida en la teo- 
ría de grupos, y vislumbrar algunas de las:muchas bellas ideas que se 
derivan de los cuatro axiomas de grupos. Hemos vislumbrado la fuer- 
za de esos resultados: el teorema de Cayley que nos asegura que todo 
grupo puede considerarse como un subgrupo de un grupo de permuta- 
ciones; el teorema de Lagrange que nos da alguna información acerca 
de todo subgrupo de un grupo finito dado cualquiera, y las consecuen- 
cias que se siguen de inmediato; y la idea del grupo factor que nos di- 
ce cómo construir toda imagen homomorfa de un grupo. 
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33.2 


Conclusión 
hh * 


M 100 — UNIDADES DEL CURSO BASICO DE MATEMATICAS 


c0-1050 MÍ 00NnN A 


Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites I 
Computación 1 

Integración 1 

NO HAY TEXTO 

Lógica 1 — Algebra de Boole 
Diferenciación I 
Integración II 

Sucesiones y límites II 
Diferenciación II 
Probabilidad y estadística 1 
Lógica II — Prueba 
Probabilidad y estadística II 
Relaciones 

Computación II 
Probabilidad y estadística III 
Algebra lineal 1 

Algebra lineal II 
Ecuaciones diferenciales 1 
NO HAY TEXTO 

Algebra lineal II 

Números complejos 1 
Algebra lineal IV 

Números complejos II 
Grupos I 

Ecuaciones diferenciales II 
NO HAY TEXTO 

Grupos II 

Sistemas numéricos 
Topología 

Estructuras matemáticas 


